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SIS TI´PUSU´ JA´RVA´NYTERJEDE´S VIZSGA´LATA HIPERGRA´FOKON
BODO´ A´GNES
Hipergra´fokon to¨rte´no˝ ja´rva´nyterjede´s matematikai vizsga´lata keru¨l be-
mutata´sra. A ce´l, hogy a modelleze´s sora´n egyre´szt figyelembe lehessen ven-
ni, hogy a´ltala´ban a popula´cio´ apro´bb ko¨zo¨sse´gekbo˝l a´ll, ma´sre´szt, hogy a
terjede´st meghata´rozo´ ferto˝ze´si ra´ta nem felte´tlenu¨l linea´risan fu¨gg a be-
teg szomsze´dok sza´ma´to´l. Levezete´sre keru¨l a ja´rva´nyterjede´sre vonatkozo´
alapegyenlet tetszo˝leges hipergra´f esete´n. Ennek seg´ıtse´ge´vel bevezetheto˝ az
a´tlagte´r ko¨zel´ıte´s, mint az alapegyenlet egy lehetse´ges egyszeru˝s´ıte´se, amely
a sztochasztikus szimula´cio´ eredme´nyeivel o¨sszevetheto˝. A szimula´cio´ so-
ra´n mind a hipergra´f szerkezete, mind a matematikai le´ıra´sban alkalmazott
parame´terek hata´sai vizsga´lhato´ak.
1. Bevezete´s
To¨rte´nelmu¨nk sora´n sza´mos su´lyos ja´rva´ny su´jtotta a vila´g ne´pesse´ge´t, to¨bbek
ko¨zo¨tt a fekete hala´lnak emlegetett pestis, amely ma´r az 5. sza´zadban jelen volt,
e´s azo´ta folyamatosan szedi a´ldozatait a vila´g ku¨lo¨nbo¨zo˝ teru¨letein, vagy pe´lda´ul
az 1918-ban felbukkano´ spanyolna´tha, amely a Fo¨ld teljes lakossa´ga´nak 2-4%-a´t
beteg´ıtette meg, e´s amely csak az 1918-as e´vben to¨bb a´ldozatot ko¨vetelt, mint az
ege´sz elso˝ vila´gha´boru´. Az orvostudoma´ny elo˝rehalada´sa´val folyamatosan fejlo˝dik
a ja´rva´nyokkal v´ıvott ku¨zdelem, amelyben nagy szerepet kapnak a ja´rva´nyterjede´si
modellek.
A ja´rva´nyterjede´s matematikai modelleze´se´nek kezdetei a 20. sza´zad eleje´re
nyu´lnak vissza, az elso˝ ilyen jellegu˝ mu˝ Kermack e´s McKendrick 1927-ben meg-
jelent munka´ja. Az ebben a dolgozatban megjeleno˝ modell me´g igen kezdetleges
volt, azonban az e´vek sora´n a tudoma´nya´g folyamatosan fejlo˝do¨tt e´s az alkalma-
zott matematika egyik fontos kutata´si teru¨lete´ve´ va´lt. Ezen modellek seg´ıtse´ge´vel
olyan ke´rde´sek va´laszolhato´ak meg, mint pe´lda´ul el fog-e terjedni a ja´rva´ny egy
adott popula´cio´n belu¨l, e´s ha igen, akkor va´rhato´an a popula´cio´ ha´nyada´t fogja
e´rinteni a ferto˝ze´s, de meghata´rozhato´ak olyan mennyise´gek is, mint pe´lda´ul a
reprodukcio´s sza´m vagy a kritikus olta´si ku¨szo¨b [3].
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2. A modell
A ja´rva´nyterjede´s le´ıra´sa´ra sza´mos dinamika le´tezik, az egyik legegyszeru˝bb az
u´gynevezett SIS t´ıpusu´ ja´rva´nyterjede´s, amely olyan ferto˝ze´sek le´ıra´sa´ra alkalmas,
ahol a betegse´gen a´tesett egyedek nem nyernek immunita´st, hanem u´jra ferto˝z-
heto˝ve´ va´lnak. Ilyenek a´ltala´ban a nemi u´ton terjedo˝ betegse´gek, mint pe´lda´ul a
kanko´. Ezen betegse´gekne´l az egyedek ke´tfe´le a´llapotban lehetnek: ege´szse´ges e´s
ferto˝zo˝, amelyeket a tova´bbiakban jelo¨ljo¨n S e´s I (az angol susceptible e´s infected
szavakbo´l). Egy csu´cs a´llapota ke´tfe´leke´ppen va´ltozhat: egy ege´szse´ges egyed a
ferto˝zo˝ szomsze´dai hata´sa´ra ferto˝zo¨tte´ va´lhat, ez a ferto˝ze´s folyamata (S → I),
illetve egy ferto˝zo˝ egyed meggyo´gyulhat, ez a gyo´gyula´s folyamata (I → S). Mind
a ferto˝ze´s, mind a gyo´gyula´s folyamata´t Poisson-folyamattal ı´rjuk le, amelynek
e´rtelme´ben annak a valo´sz´ınu˝se´ge, hogy kis ∆t ido˝ alatt egy egyed S a´llapotbo´l
I a´llapotba keru¨l 1 − exp (τk∆t), illetve annak, hogy I a´llapotbo´l S a´llapotba
1 − exp (γ∆t), ahol k jelo¨li az adott egyed ferto˝zo¨tt szomsze´dai sza´ma´t, e´s τ , γ
pozit´ıv sza´mok. A tova´bbiakban a τk e´s γ sza´mokat a ferto˝ze´si e´s gyo´gyula´si
folyamatok ra´ta´inak nevezzu¨k.
A betegse´gterjede´s matematikai le´ıra´sa´hoz ce´lszeru˝ mega´llap´ıtani a kapcsolati
struktu´ra´t, amelyet hagyoma´nyosan gra´fokkal szoktak jellemezni. Legyen teha´t
adott egy N csu´csu´ ira´ny´ıtatlan, egyszeru˝ gra´f, ahol a gra´f csu´csai a popula´cio´
egyedeinek felelnek meg. Tova´bba´ ke´t csu´cs ko¨zo¨tt akkor van e´l, ha a ferto˝ze´s
terjedhet ko¨ztu¨k, ami a ku¨lo¨nbo¨zo˝ betegse´gek esete´ben ma´s e´s ma´s lehet, atto´l
fu¨ggo˝en, hogy pe´lda´ul cseppferto˝ze´ssel vagy nemi u´ton terjedo˝ betegse´gro˝l van
szo´.
Megfigyelheto˝, hogy a betegse´gterjede´s egyes csoportokon belu¨l jo´val ero˝sebb,
mı´g a ku¨lo¨nfe´le csoportok ko¨zo¨tt keve´sbe´ meghata´rozo´, ilyen csoportra terme´-
szetes pe´lda egy csala´d vagy egy munkahelyi ko¨zo¨sse´g. Ezen folyamatokat ta-
nulma´nyozza´k az u´gynevezett ha´ztarta´s t´ıpusu´ ha´lo´zatok seg´ıtse´ge´vel [2]. Ezen
kutata´sok alapja´n a ja´rva´nyterjede´s sora´n a popula´cio´t nem gra´ffal, hanem u´gy-
nevezett hipergra´ffal, vagy ma´s ne´ven a´ltala´nos´ıtott gra´ffal reprezenta´ltuk. A
hipergra´f egy (V, E) pa´r, ahol V = {v1, v2, . . . , vN} a hipergra´f csu´csait jelo¨li,
E = {e1, e2, . . . , eM} pedig a hipere´leket, ahol ei ⊂ V teljesu¨l minden i = 1, 2, . . . ,M
esete´n. Hagyoma´nyos e´rtelemben vett gra´fokto´l elte´ro˝en hipergra´fokna´l egy e´l ket-
to˝ne´l to¨bb csu´csot is o¨sszeko¨thet.
A tova´bbiakban ce´lunk az SIS t´ıpusu´ ja´rva´nyterjede´s hipergra´fokon valo´ vizs-
ga´lata. A hipergra´f csu´csai teha´t ke´tfe´le a´llapotban lehetnek: S, illetve I. A
gyo´gyula´s ra´ta´ja a gra´fos esethez hasonlo´an γ maradt, azonban a ferto˝ze´s ra´ta´ja´t





ahol az o¨sszegze´s azon h ∈ E hipere´lekre to¨rte´nik, amelyek tartalmazza´k az adott
csu´csot, kh jelo¨li a ferto˝zo¨tt csu´csok sza´ma´t a h hipere´lben, e´s f adott fu¨ggve´ny. A
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hagyoma´nyos gra´fos megko¨zel´ıte´sben, ha f az identita´sfu¨ggve´ny, akkor visszakap-
juk a kora´bban eml´ıtett kτ ra´ta´t, ahol k =
∑
h kh a ferto˝zo¨tt szomsze´dok sza´ma. A
modelleze´s sora´n fontos ke´rde´s volt, hogy az (1) ra´ta´ban milyen f fu¨ggve´nnyel dol-
gozzunk. A hipergra´fokon valo´ vizsga´lat mellett egy ma´sik jelento˝s va´ltoztata´s volt
ezen f fu¨ggve´ny bevezete´se, amivel azt a jelense´get szerettu¨k volna figyelembe ven-
ni, hogy sok esetben a ferto˝ze´s ra´ta´ja nem linea´risan fu¨gg a ferto˝zo¨tt szomsze´dok
sza´ma´to´l. Pe´lda´nak oka´e´rt biolo´giai neura´lis ha´lo´zatok modelleze´se´ne´l egy inakt´ıv
neuron akt´ıvva´ va´la´sa´nak ra´ta´ja nem linea´risan fu¨gg az akt´ıv szomsze´dok sza´ma´-
to´l, hanem a tangens hiperbolikusz fu¨ggve´nyhez hasonlo´ tel´ıto˝de´s szerint. Teha´t
nagyon sok szomsze´d nem no¨veli az a´tmenet valo´sz´ınu˝se´ge´t, ami betegse´gterjede´s
sora´n is e´letszeru˝. Az [1] cikkben a szerzo˝k arra jutottak, hogy a folyamat meg-
e´rte´se´hez elegendo˝ a tangens hiperbolikusz fu¨ggve´nyne´l numerikusan ko¨nnyebben
kezelheto˝ fu¨ggve´ny alkalmaza´sa, nevezetesen
f(x) =
x, ha 0 ≤ x ≤ c,c, ha x > c, (2)
amelyet csupa´n a c ku¨szo¨be´rte´knek nevezett parame´ter jellemez.
3. Eredme´nyek
3.1. Alapegyenlet e´s va´rhato´ e´rte´kre vonatkozo´ egyenletek
Ce´lunk volt gra´fokhoz hasonlo´an az a´llapotvalo´sz´ınu˝se´gekre vonatkozo´ linea´ris
differencia´legyenlet-rendszer levezete´se [5], amelyet alapegyenletnek neveznek. Egy
N csu´csu´ hipergra´f sora´n az a´llapotte´r az {S, I}N halmaz, ugyanis ba´rmely csu´cs
ezen ke´tfe´le a´llapotban lehet. Ce´lszeru˝ ezt a halmazt N + 1 re´szhalmazra osztani
a ferto˝zo˝ csu´csok sza´ma szerint. A tova´bbiakban legyen S0 = (SSS . . . S) az
az a´llapot, ahol a hipergra´fban nincs ferto˝zo˝ csu´cs. Hasonlo´an jelo¨lje Sk azon
a´llapotokat, amelyekne´l k ferto˝zo˝ csu´cs tala´lhato´ a hipergra´fban. Ve´gezetu¨l legyen
SN = (III . . . I) az az a´llapot, ahol minden csu´cs ferto˝zo˝. Az Sk halmaz elemeit





. Ezen jelo¨le´sek seg´ıtse´ge´vel fel´ırhato´ a
ferto˝ze´s e´s a gyo´gyula´s folyamata, la´sd [1].
Az alapegyenlet fel´ıra´sa´hoz jelo¨lje X kj (t) annak a valo´sz´ınu˝se´ge´t, hogy a rend-
szer a t ido˝pillanatban Skj a´llapotban van. Tova´bba´ legyen
X k(t) = (X1(t),X2(t), . . . ,Xck(t)), k = 0, 1, . . . , N
a k beteget tartalmazo´ a´llapotok valo´sz´ınu˝se´geibo˝l a´llo´ vektor. A fenti a´tmenetek
az X kj (t) va´ltozo´kra az ala´bbi linea´ris, a´llando´ egyu¨tthato´s differencia´legyenlet-
rendszert hata´rozza´k meg:
X˙ k = AkX k−1 +BkX k + CkX k+1, k = 0, 1, . . . , N,
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ahol A0 e´s CN nulla ma´trixok. Az Ak ma´trixok a ferto˝ze´s, a Ck ma´trixok a
gyo´gyula´s folyamata´t ı´rja´k le, amelyek re´szletes le´ıra´sa megtala´lhato´ az [1] cikkben.
Az egyenlet az ala´bbi alakban is ı´rhato´:
X˙ = PX , (3)
ahol P blokk-tridiagona´lis ma´trix, amelynek fo˝a´tlo´ja´ban a Bk ma´trixok szerepel-
nek, a fo˝a´tlo´ alatt az Ak, a fo˝a´tlo´ felett pedig a Ck ma´trixok.
A (3) alapegyenlet nagy N esete´n kezelhetetlenne´ va´lik, eze´rt ce´lszeru˝ az alap-
egyenletet leegyszeru˝s´ıteni, amelynek egyik mo´dja az u´gynevezett a´tlagte´r ko¨zel´ı-
te´s. Ilyenkor nem az egyes a´llapotvalo´sz´ınu˝se´gekre ı´runk fel differencia´legyenlete-
ket, hanem bizonyos va´rhato´ e´rte´kekre, jelen esetben a ferto˝zo˝ e´s ege´szse´ges t´ıpusu´














Az egyenletek fel´ıra´sa´hoz vezessu¨k be a ko¨vetkezo˝ mennyise´geket: jelo¨lje Nh(Skj )

















e´rte´kek o¨sszege. Ekkor az [I](t) e´s [S](t) fu¨ggve´nyekre az ala´bbi differencia´legyen-
letek ı´rhato´ak fel.
3.1. Te´tel. Az [I](t) e´s [S](t) va´rhato´ e´rte´kek az ala´bbi differencia´legyenlete-
ket ele´g´ıtik ki tetszo˝leges hipergra´f esete´n:
˙[S] = γ[I]− τ [SI], (4)







NfSI(Skj )X kj (t).
A bizony´ıta´s megtala´lhato´ az [1] cikkben.
3.2. Szimula´cio´k
A (4), (5) t´ıpusu´ egyenletek korla´tozottak abban az e´rtelemben, hogy nem
tudja´k figyelembe venni a ferto˝ze´s u´tja´t, azaz hogy a betegse´g pontosan melyik
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egyedro˝l melyik egyedre jut a´t. Ennek le´ıra´sa´hoz ce´lszeru˝ mega´llap´ıtani a kapcso-
lati struktu´ra´t. A ha´lo´zat szerkezete´nek ismerete´ben Monte-Carlo-szimula´cio´val
lehet vizsga´lni a betegse´g terjede´se´nek folyamata´t, pe´lda´ul la´sd [4].
A gyakorlatban a pontos kapcsolati struktu´ra felte´rke´peze´se a´ltala´ban nehezen
kivitelezheto˝, eze´rt gyakran alkalmaznak ve´letlen gra´fokat a folyamatok le´ıra´sa´ra.
Ebbo˝l fakado´an a szimula´cio´kat ku¨lo¨nfe´le ve´letlen hipergra´fokon ve´geztu¨k. Az elso˝
hipergra´ft´ıpus a valo´s e´letnek egy nagyon leegyszeru˝s´ıtett modellje, ahol felte´te-
lezzu¨k, hogy minden egyednek van otthona e´s munkahelye, teha´t minden csu´cs
pontosan ke´t hipere´lben szerepel. A ma´sodik hipergra´ft´ıpus sora´n a konfigura´-
cio´s modell seg´ıtse´ge´vel genera´ltunk ve´letlen hipergra´fokat. A pontos re´szletek
megtala´lhato´ak az [1] cikkben.
t
















(a) A teljes gra´fos e´s a hipergra´fos megko¨-
zel´ıte´s az (1) ra´ta´ban szereplo˝ fu¨ggve´ny c
ku¨szo¨be´rte´ke´nek ku¨lo¨nbo¨zo˝ megva´laszta´sai
esete´n 16 nagysa´gu´, 500 hipere´llel rendel-
kezo˝ ve´letlen hipergra´fon τ = 0, 02, γ = 1
parame´terek esete´n.
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(b) A hipergra´fos megko¨zel´ıte´s c = 7 ku¨-
szo¨be´rte´k va´laszta´ssal, e´s az a´tlagte´r ko¨-
zel´ıte´snek megfelelo˝ (6) egyenlet megolda´-
sa ku¨lo¨nbo¨zo˝ otthon (H) e´s munkahely
me´rettel (W ) rendelkezo˝ hipergra´fokon
τ = 0, 18, γ = 1 parame´terek esete´n.
1. a´bra. A ferto˝zo¨tt csu´csok sza´ma´nak ido˝beli va´ltoza´sa N = 1000 esete´n.
A szimula´cio´k sora´n a folyamatot meghata´rozo´ mennyise´get, azaz a betegsza´m
ido˝beli va´ltoza´sa´t ko¨vethetju¨k nyomon. Egyre´szt megvizsga´ltuk a (2)-ben definia´lt
f fu¨ggve´ny hata´sa´t, azaz azt, hogy a ku¨szo¨be´rte´k va´ltoza´sa milyen hata´ssal van
a betegsza´mra. Ke´tfe´le megko¨zel´ıte´st haszna´ltunk: teljes gra´fok e´s hipergra´fok.
A teljes gra´fos megko¨zel´ıte´sben minden hipere´lt teljes gra´ffal helyettes´ıtettu¨nk.
Azt az eredme´nyt kaptuk, hogy hipergra´ft´ıpusto´l fu¨ggetlenu¨l a ku¨szo¨be´rte´k ele´g
nagy e´rte´ke´re a teljes gra´fos e´s a hipergra´fos szimula´cio´ ko¨zel´ıto˝leg megegyezik,
la´sd az 1a. a´bra´t. Ma´sre´szt megvizsga´ltuk a struktu´ra hata´sa´t, azaz azt, hogy a
hipergra´fok homogenita´sa´t va´ltoztatva hogyan alakul a betegsza´m ido˝fu¨gge´se. Ho-
mogenita´s alatt azt e´rtju¨k, hogy a hipergra´f uniform e´s regula´ris. Hipergra´ft´ıpusto´l
fu¨ggetlenu¨l arra az eredme´nyre jutottunk, hogy mine´l homoge´nebb a folyamatot
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le´ıro´ hipergra´f, anna´l lassabb kezdetben a ja´rva´ny terjede´se (azaz anna´l kevesebb
kezdetben a betegsza´m), azonban anna´l hate´konyabban terjed el ido˝vel a ja´rva´ny
(azaz a betegsza´m kello˝ ido˝ eltelte´vel nagyobb lesz). A homogenita´s hata´sa az [1]
cikkben van illusztra´lva. Ve´gu¨l pedig o¨sszehasonl´ıtottuk a szimula´cio´t a va´rhato´
e´rte´kre vonatkozo´ egyenlettel, la´sd az 1b. a´bra´t, ahol az elso˝ hipergra´ft´ıpusna´l az
(5) egyenletre az ala´bbi ko¨zel´ıte´st ı´rhatjuk fel:















ahol H az otthonok, W a munkahelyek me´rete´t jelo¨li.
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SIS EPIDEMIC PROPAGATION ON HYPERGRAPHS
A´gnes Bodo´
Mathematical modeling of epidemic propagation on hypergraphs is considered in this paper.
The goal is to model the community structure with greater accuracy and to describe the depen-
dence of the infection pressure on the number of infected neighbours with a nonlinear function.
The master equation describing the process is derived for an arbitrary hypergraph. The mean-
field equations are introduced as an approximation to the master equation and are compared
against the stochastic simulations. Simulation results can be used to analyze the effects of the
hypergraph structure and the model parameters.
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